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$1. INTRODUCTION 
L%TUDE qualitative des systemes difftrentiels a coefficients p-ptriodiques (oti p E R’) 
conduit le plus frequemment a I’application de Poincare associte, homeomorphisme 
de I’espace des phases sur lui-m&me, et aux trajectoires p-periodiques correspondent 
alors les points fixes de I’application de Poincare ou du systeme dynamique discret 
defini par cette application. Si le systeme differentiel depend continument d’un 
parametre A, on est naturellement conduit a examiner les deformations continues de 
ces homeomorphismes; a une famille continue de solutions ptriodiques isolees cor- 
respond une famille continue, parametree par A, de points fixes isoles; en l’absence de 
bifurcation au tours de la d&formation, I’indice de Poincart associe a la solution 
periodique, et done I’indice du point fixe isole, sont invariants. Dans cet article, nous 
montrons que si on se restreint a la dimension 2, I’indice de Poincare caracterise une 
famille de points fixes isoles sans bifurcation; de maniere plus precise, nous demon- 
trons le 
THI~ORJ~ME: L’ensemble SP, muni de la topologie de la convergence compacte, des 
homtomorphismes de R* sur R*, qui admettent un seul point fixe d’indice donne’ y E Z, 
est connexe par arcs. 
Ce resultat, supposant l’unicite du point fixe que nous appellerons 0, s’ttend 
aistment au cas ob le point fixe est settlement isolt. 
La demonstration resulte de trois iemmes: soit HY E X7 I’application de Poincare, 
pour I’intervalle de temps p > 0, du systeme differentiel dtfini en coordonntes polaires 
par: 
’ dr 
ai- --rcos(l-y)8 
s=sin(l-y)B. 
LEMME 1. Etant donne’H E W, il existe H’ E XT, isotope a H dans 2P, tel que, si C 
est le cercle centre’ en 0, de rayon 1: 
(i) u = H’IC est un plongement de C dans R’ de classe C”. 
(ii) en chacun de leurs points d’intersection C et C’ = H’(C) sont transverses. 
LEMME 2. Etant donne’ H’E W satisfaisant (i) et (ii), il existe H”E Xy isotope a 
H’ dans W, tel que: 
(iii) H”/C = H’/C. 
LEMME 3. Etant donne’ H”E SF, satisfaisant (i), (ii) et (iii), il existe une isotopie 
dans X7, joignant H” a H’. 
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12. DESlONSTRATION D[: LEMME 1 
Soit H E X7 et soit A la couronne circulaire de centre 0, bordCe par les cercles de 
rayons RI (oti O< R, < 1) et l/R,. D’aprts Epstein[Z], il existe une isotopie ambiante: 
cp: R’x I+R’+ I 
se reduisant h l’identitk i l’extkrieur de A (on dira qu’elle est de support A), et qui est 
telle que (~10 H)/C (oti q,, = cp/(R’ x {A})) est un plongement IinCaire par morceaux. La 
m&me technique permet de construire une isotopie ambiante: 
de support A, et telle que les trois conditions suivantes soient satisfaites: 
(0) I’isotopie T est suffisamment voisine de I’identitC, de man&e i ne pas 
introduire de point fixe pour qIr, 0 H, A E [0, 11, (oti 9, = U/(R’ x {A}); I’homComor- 
phisme Y, 0 H est alors un chemin continu dans XT. 
(i) le plongement u = (P, 0 H)/C: C+ R’, est de classe C”. 
(ii) en tout point de J = C II c+(C), les courbes C et g(C) sont transverses. On 
appelle H’ l’homkomorphisme Y, 0 H. 
93. DEMONSTRATION DU LEMME 2 
La dkmonstration s’appuie sur les techniques et certains rksultats obtenus dans [4]: 
soit u = HI/C: C + R’; c’est un plongement direct de C dans le plan, sans point fixe; 
soit C’ = F(C) et J = C n C’; si J est non vide, (i) et (ii) entrainent que J est fini; soit 
D’ = H’(D) (013 D est le disque bordC par C) et K = D fl D’; d’aprks (i) et (ii), K a un 
nombre fini de composantes connexes, nombre non nul puisque 0 E K. 
A. Si J est vide 
C’ est soit intkrieur, soit extkrieur 5 C, et done nkcessairement y = 1. 
Si C’ est intkrieur 5 C, d’aprtts le thkorkme de Schoenflies[3], il existe un 
homkomorphisme q: RI-+ R’, se rkduisant 5 I’identitC A I’extCrieur de D, et coi’ncidant 
avec HYo(H’)-’ sur C’; le lemme d’Alexander[l] nous permet de construire une 
isotopie Y*(A E [0, 11) du plan, joignant q 5 I’identitk, et coi’ncidant pour tout 
A E [0, I] avec I’identitC B I’extCrieur de D. 
Soit HA = qIr, 0 H’o(8,)-‘. L’isotopie H,(A E [0, 11) est un chemin continu dans 
9P(y = 1) joignant H’ B H” = H,, oh H”est tel que H”/C = Hy/C. Si C’ est extkrieur B C, 
il existe (et la dkmonstration est obtenue avec les mCthodes explicitkes dans B.) une 
isotopie ambiante Y: R’ x I-+R’ x I, telle que T0 = id., de support A (avec R, 
suffisamment petit), telle que qIr, 0 H’ n’aie aucun autre point fixe que 0, quel que soit 
A E [0, 11, et telle que q, 0 H’(C) coupe C en deux points; on est alors ramenC au cas 
oti / est non vide, cas trait6 dans B. 
B. Si J est non vide 
Appelons 1, 2, . . 1 les points de J obtenus dans cet ordre en parcourant C dans le 
sens direct, 1 Ctant un point oh C’, orientC, pCnktre B I’intCrieur de C. 
(I”) Si K est connexe 
D’aprts le lemme du $1 de [4], les points 1, 2,. . . 1 sont aussi dans cet ordre sur C’ 
parcouru dans le sens direct; comme H’ est un homkomorphisme, les images 1’, 
2’, . . . I’ de ces points, par H’, sont aussi dans cet ordre sur C’; d’aprks le lemme 2.3.~ 
de [4], I’ordre dans lequel on rencontre les points 1, 2, _ . . 1 et 1’, 2’, . . . 1’ sur C’, (par 
L’ESPACE DES HOMEOMORPHISMES DU PLAN 237 
exemple 1, 2, 3, l’, 4, 2’, 3’. 4’. . .I est une caracteristique topologique de H’IC, et est 
done invariant dans toute conjugaison de H’ par des homeomorphismes de support A: 
d’apres le lemme de permutation 2.3.d., une permutation dans cette suite de points 
primes et non primes sur C’, entre deux points I’un non prime, /L, et I’autre prime Y’, 
avec p f V, correspond a une isotopie ambiante cpI: R’+ R’(A E [0, l]), de support A, et 
Me que qA 0 H’(A E [O, 11) n’ait pas de point fixe dans 4; H,, = (p,, 0 H’ est alors un chemin 
continu dans W; le corollaire 2.3.e. montre alors qu’une utilisation rep&e du lemme 
de permutation mene a I? E 3P, tel que les points fi et fi’ (oti fi E 1) sont tous 
consecutifs (dans I’ordre CG ou G’fi) lorsqu’on parcourt C’; enfin le lemme 
d’effacement 2.3.g permet de supprimer certains couples de points de j par une 
isotopie ambiante cpA: R’+ R’, de support A, et telle que (p* 0 fi n’ait pas de point fixe 
dans A; une telle deformation de 8, repetee pour tous les couples de points de j pour 
lesquels celh est possible, conduit d’apres 2.3.h. a une forme reduite pour Hi. appelee 
H”, telle que 
H”IC = fly/C. 
I1 a done et6 construit dans X7 un chemin continu de H’ a H”, oti H” satisfait (iii). 
(2”) Si K est non connexe 
Soit n + 1, (avec n 2 1) le nombre de composantes connexes de K; nous allons 
montrer qu’il existe une deformation continue de H’, dans XT, diminuant de deux 
unites le nombre de points de J. 
On appelle point d’entrke et point de sortie tout Clement de J tel que en ce point C’ 
penetre dans ou sort de C; les points d’entree et de sortie alternent sur C et sur C’ et 
sont respectivement des points d’ordre pair et d’ordre impair puisque 1 est par 
definition un point d’entree. Chaque Clement de J appartient, a une composante 
connexe Ki (i = 0, 1, . _ . , n) et une seule; un point d’entree 2~ + 1 E J est dit point 
initial (respectivement terminal) de K, si le point de J qui le precede (respectivement 
le suit) sur C’, n’appartient pas a Ki; chaque composante Ki admet au moins un point 
initial puisque K admet au moins deux composantes connexes, et admet autant de 
points initiaux que de points terminaux, ces points alternant sur C’; une composante 
connexe K, est dite extrEme, si elle admet un seul point initial. 
Nous ailons montrer dans a. que si on appelle KO la composante connexe de K qui 
contient 0, il existe if 0 tel que Ki soit extreme; puis nous prouvons dans b. qu’il 
existe une deformation continue de H’, de support A, qui diminue de deux unites le 
nombre de points de J fl Ki, et sinon, de J n Kj avec j# i. 
a. Soit 2~~ + 1 un point initial de K,; soit 2v, le dernier point terminal de K, avant 
2~~ + 1 rencontre sur C’ parcouru dans le sens direct en partant de 2~~ + 1; comme 
I’arc (2~~ , 2v, + 1) de C borde K,, 2v, + 1 est un point de K, et est done un point initial 
de K, qui ne peut etre que 2~~ + 1; si alors tous les points de J rencontres entre 
2~~ + 1 et 2~~ sur C’ orient6 sont des points de K,, K, est extreme. Si K, n’est pas 
extreme, il existe i# 1, et un point de Ki appartenant a I’arc orient6 (2~~ + 1, 2~~) de 
C’; tous les points de Ki 1’7 J appartiennent alors 5 cet arc puisque la courbe bordee 
par (2j~,+ 1 , 2p,) sur C’ et (2~~. 2~~ + 1) sur C est fermee simple et borde une partie 
du domaine D’; il s’en suit que I’arc de C’ orient6 joignant le premier point initial 
2~~ + 1 (apres 2~~ + 1) et le dernier point terminal (avant 2~~ + l), soit 2pir de Ki est 
emboite dans I’arc (2~~ + 1, ~,LL,), et qu’il existe au moins un j tel que les seuls points 
de J rencontres sur I’arc orient6 de C’ joignant 2pj + 1 a 2pj soient tous dans Kj; cette 
composante Kj est extreme; si K, = K,,, le meme raisonnement, applique a un 
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deuxieme couple de points initiaux et terminaux de K, (qui existent car K, est non 
extreme), conduit a une autre composante Ki (i# 0) extreme. 
b. Soit Ki (i# 0) une composante extreme; soit 2pi le nombre de points de J fl Ki, 
rencontres sur C’ dans I’ordre 2~ + 1, 20,, 28,; 1, 2&, 2&+ 1,. . . ZO,,_,, 20,_, i 1, 2~. 
ou 2~ + 1 est le point initial de K,, 2~ le point terminal. On peut faire abstraction sur 
C’ de tous les autres points de J, pour definir, pour pour la composante K,, les 
signatures sgn (p), p E J rl K,, comme dans [4]; la formule etablie dans le lemme 2.3.f 
est valable, et comme H’ n’a pas de point fixe dans K,, d’apres le theoreme de 
Brouwer on a di = 0 (ou di est le degre partiel[4] de H’ sur K,), et done: 
(1) 0 = di = 1 + f[sgn (2~ + 1) + sgn (28,) + . . . + sgn (2e,_, + 1) + sgn C&L)1 
LY. Si pi = 1, on a alors ntcessairement que 
sgn (2~ + 1) = sgn (2~) = - 1 
et les points 2~ + 1, 2~ et leurs images peuvent etre mis, a I’aide de conjugaisons et de 
permutations sans point fixe pour H’, dans l’ordre 2~ + 1, 2~~ (2~)‘, (2~ + 1)‘; en 
utilisant la technique introduite dans le lemme d’effacement 2.3.g de [4] on peut 
construire une deformation continue de H’, (par l’intermediaire dune isotopie am- 
biante), dans W, permettant d’effacer par confluence les points 2~ + 1 et 2~. et done 
la composante Ki. 
p. Si pi > 1, nous montrons ici que s’il n’existe pas dans J f~ Ki deux points 
constcutifs sur C et C’, de signatures opposees, et pouvant done Etre effaces par 
application du lemme d’effacement i I’aide d’une isotopie ambiante sans point fixe, 
alors il existe K,(j# i) pour laquelle cet effacement est realisable: Supposons d’abord 
pi = 2, et appelons 2~~ + 1, 20, 20 + 1, 2pi les quatre points de J fl Ki, rencontres dans 
cet ordre sur C’. Si sgn (28 + 1) = - sgn (28), Ies points 28 et 20 + 1 sont effacables; 
sinon, puisque la somme des quatre signatures est tgale a -2, on a necessairement 
sgn (28) = sgn (20 + 1) = - 1. Supposons que les signatures de 2pi + 1, 28, 20 + 1, 2~, 
soient respectivement Cgales a - 1, - 1, - 1, 1 (sinon elles sont Cgales a 1, - 1, - 1, - 1, 
cas qui se traite de maniere identique); les points 2~ + 1 et 2~ sont alors consecutifs 
sur C’ et de signature opposee; s’ils sont consicutifs SW C, ils sont effacables; sinon, 
il existe sur I’arc (20 + 1, 2~) de C des points de J n’appartenant pas a K;; si un point 
de J n K, appartient a cet arc, tous les points de J fl K, appartiennent aussi a cet arc; 
soit Kj une composante de K qui a les proprietes suivantes: les points de J r’l Ki 
appartiennent tous a I’arc (28 + 1, 2~) de C, et Ki est extreme pour l’application 
(H’))‘, qui envoie C’ sur C; I’existence d’un tel Kj est assuree par un argument 
identique a l’argument developpe dans a. et prouvant l’existence d’un Kj extreme pour 
H’. 11 s’en suit que tous les points de Kj sont rencontres constcutivement sur C (car 
Kj est extreme pour (H’)-‘) et sont situ& sur l’arc (28 + 1, 2,~); leurs images sont done 
sur I’arc ((28 + 1)‘, (2~)‘) de C’, qui est inclus dans I’arc (28, 2~) de C’ puisque les 
signatures de 20 + 1 et 2~ sont respectivement - 1 et + 1; il existe done deux arcs de 
C’, disjoints portant l’un les points de Ki, I’autre leurs images; soit alors 2a + 1 un 
point d’entrke de Kj, distinct du point initial unique (au sens de (H’)-‘) 2pi + 1 (et cela 
suppose que 2pi, nombre de points de Ki rl J soit superieur a 2); le point 2a + 2 est 
constcutif a 2~ + 1 sur C et C’ (car Kj est extreme pour (H/)-l); les points 2cu + 1, 
2a + 2 et leurs images Ctant sur C’ dans l’ordre 2a + 1, 2a + 2, (2a + I)‘, (2a + 2)‘, on 
peut effacer 2a + 1 et 2cu + 2; si 2pj = 2, les points 2pj, 2pj + 1 et leurs images sont sur 
C’ dans I’ordre 2~~ + 1, 2pj, (2pj)‘, (2pj + 1)’ et sont done effagables (et alors K; 
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disparait), sauf si Ki = K,,, puisque K. ne peut pas disparaitre, 0 &ant point fixe, 
appartenant a I&. Mais cette situation (Ki = I’&, avec 2pj = 2) est impossible; en effet: la 
composante Kj est bordee par (2~~. 2/Lj + 1) sur C, (2gj + 1, 2pi) sur C’; son image par 
H' est bordee par (2~;, (2pj + 1)’ sur C’ et par un arc r de C”, image de C’ joignant 
dans D’ les points (2pj + 1)’ et (2pj)‘; or 0 est point fixe de H’ et appartient a Kj = K. 
et a son image. L’arc r orient6 coupe alors necessairement I’arc (2pi, 2~~ + 1) de C et 
on appelle u le premier de ces points d’intersection; le domaine K* horde par 
((2~~ + l)‘, 2pi) sur C’, (2pi, U) sur C, (u, (2pj + 1)‘) retrograde sur r est une com- 
posante connexe de II* n D;, ou D, est le domaine complimentaire de Kj dans D, et 
le degrt d, de H’ sur K, est Cgal a 1, puisque les deux seuls points d’intersection du 
bord de D* et de son image, appartenant a K *, A savoir u et 2pi, sont de signature + 1 
(les deux points et leurs images sont sur le bord de 0; necessairement dans I’ordre 
((2/Li)‘, 2pi, u’, u), ou un ordre equivalent au sens des permutations admises); or si 
d, = 1, d’apres le theoreme de Brouwer, H’ admet un point fixe dans K*, ce qui est 
impossible. 
Si pi = 2, on peut done diminuer, par effacement, le nombre de points de J de deux 
unites. 
y. Si pi > 2, le raisonnement est identique: on choisit dans la suite 2~~ + I, 20,, 
20,+1,..., 20,,_, + 1, 2pi, deux points de signature opposee, le premier de ces deux 
points Ctant d’ordre pair; le suivant est alors consecutif sur C et sur C’, car Ki est 
extreme, et ils sont effacables; si deux tels points n’existent pas, il en existe 
necessairement deux consecutifs sur C’ de signatures opposees, le premier ttant 
d’ordre impair, le second d’ordre pair; s’ils sont consecutifs sur C, ils sont effacables; 
sinon, il existe sur I’arc de C qui les joint des points (et meme tous les points) dune 
composante Kj extreme pour (H’)-‘); un point d’entree de ce Ki (distinct de son point 
initial pour (H’)-‘) est effacable avec le point de Kj consecutif sur C (et done sur C’); 
si Kj admet un seul point d’entrte, alors 2pj = 2 et ce point est effacable avec le seul 
point de sortie de Ki, Kj disparaissant, puisque la aussi, Kj ne peut etre Cgal a K,,. 
11 a done tt& prouvC que si K n’est pas connexe, il existe une isotopie de H’ dans 
X7 permettant de diminuer de deux unites le nombre de points de J, et done en 
repetant l’optration, permettant de rendre K connexe, ce qui nous ramkne au cas 
trait6 dans Bl”). 
I?. DEMONSTRATION DU LEM,ME 3 
Soit H”E X7, satisfaisant (i), (ii) et (iii); soit ‘pA E 2, (A E R’), l’homothktie de 
centre 0 de rapport A; comme H’ est homogene, on a 
ou C, est le cercle de centre 0, de rayon X, bordant le disque DA. Soit HA E 5Yv 
(A E [O, l]), dtfini par: 
HA/A, = H’lA, 
HJ c D,,, = (cp”* 0 H”o @‘)/ c D,/, 
oh AA est la couronne circulaire bordee par les cercles CA et C,,,. L’homComorphisme 
HA depend continiiment de A, coincide avec H” pour A = 1, et tend vers HY si A tend 
vers 0. 
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